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Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’
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` = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’
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Přehled vyrovnání zprostř. a podmínkových měření
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Přehled vyrovnání zprostř. a podmínkových měření
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ω(ĥ) = min
h∈Rn

ω(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’
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Přehled vyrovnání zprostř. a podmínkových měření
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Řešení zprostředkujících a podmínkových měření
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Vyrovnané hodnoty:

ĥ =
(
AT PA

)−1 AT P · λ , v̂ = P−1BT (BP−1BT )−1 u

Kovarianční matice:

ĈX =
(
AT PA

)−1
, ĈL = P−1 − P−1BT (BP−1BT )−1 BP−1
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Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými
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Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL
.

= A · h+A(x◦)− ˜̀ B · εL
.

= A · h+A(x◦)−B(˜̀)

v(h) := A · h −λ w(h) := A · h −u



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými
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Vyrovnání podmínkových měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL︸︷︷︸ .= A · h +A(x◦)− ˜̀︸ ︷︷ ︸ B · εL︸ ︷︷ ︸ .= A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸︷︸︸︷
v(h) := A · h

︷︸︸︷
−λ

︷ ︸︸ ︷
w(h) := A · h

︷︸︸︷
−u



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL︸︷︷︸ .= A · h +A(x◦)− ˜̀︸ ︷︷ ︸ B · εL︸ ︷︷ ︸ .= A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸︷︸︸︷
v(h) := A · h

︷︸︸︷
−λ

︷ ︸︸ ︷
w(h) := A · h

︷︸︸︷
−u

ω(h) := (v(h))T ·PL ·v(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL︸︷︷︸ .= A · h +A(x◦)− ˜̀︸ ︷︷ ︸ B · εL︸ ︷︷ ︸ .= A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸︷︸︸︷
v(h) := A · h

︷︸︸︷
−λ

︷ ︸︸ ︷
w(h) := A · h

︷︸︸︷
−u

ω(h) := (v(h))T ·PL ·v(h) α(h) := (w(h))T · PT ·w(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL︸︷︷︸ .= A · h +A(x◦)− ˜̀︸ ︷︷ ︸ B · εL︸ ︷︷ ︸ .= A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸︷︸︸︷
v(h) := A · h

︷︸︸︷
−λ

︷ ︸︸ ︷
w(h) := A · h

︷︸︸︷
−u

ω(h) := (v(h))T ·PL ·v(h) α(h) := (w(h))T · PT ·w(h)

ω(ĥ) = min
h∈Rn

ω(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání podmínkových měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

` = A(x) t = B(`) = A(x)

˜̀+ εL = A(x◦ + h) B(˜̀+ εL) = A(x◦ + h)

εL︸︷︷︸ .= A · h +A(x◦)− ˜̀︸ ︷︷ ︸ B · εL︸ ︷︷ ︸ .= A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸︷︸︸︷
v(h) := A · h

︷︸︸︷
−λ

︷ ︸︸ ︷
w(h) := A · h

︷︸︸︷
−u

ω(h) := (v(h))T ·PL ·v(h) α(h) := (w(h))T · PT ·w(h)

ω(ĥ) = min
h∈Rn

ω(h) α(ĥ) = min
h∈Rn

α(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Řešení zprostředkujících měření a podmínkových
měření s neznámými

Zprostředkující měření Podmínková s neznámými

Vyrovnané hodnoty:

ĥ =
(
AT PLA

)−1 AT PL · λ , ĥ =
(
AT PTA

)−1 AT PT · u

PL := C−1
L , PT :=

(
B · CL · BT )−1

.

Kovarianční matice:

ĈX =
(
AT PLA

)−1
, ĈX =

(
AT PTA

)−1



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Porovnání řešení zprostředkujících měření a
podmínkových měření s neznámými

Řešení podmínkových měření s neznámými

je vpodstatě stejné jako řešení zprostředkujících měření.

Rozdíl je pouze ve stanovení váhové matice (PL, PT).



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h+A(x◦)−B(˜̀)
.

= B · εL G · h .
= θ − G(x◦)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h+A(x◦)−B(˜̀)
.

= B · εL G · h .
= θ − G(x◦)

A · h −u =: w(h) , G · h .
= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL G · h .
= θ − G(x◦)

A · h −u =: w(h) , G · h .
= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL G · h .
= θ − G(x◦)

A · h
︷︸︸︷
−u =: w(h) , G · h .

= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)

A · h
︷︸︸︷
−u =: w(h) , G · h .

= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)

A · h
︷︸︸︷
−u =:

︷ ︸︸ ︷
w(h) , G · h .

= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)︸ ︷︷ ︸

A · h
︷︸︸︷
−u =:

︷ ︸︸ ︷
w(h) , G · h .

= ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)︸ ︷︷ ︸

A · h
︷︸︸︷
−u =:

︷ ︸︸ ︷
w(h) , G · h .

=
︷︸︸︷
ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)︸ ︷︷ ︸

A · h
︷︸︸︷
−u =:

︷ ︸︸ ︷
w(h) , G · h .

=
︷︸︸︷
ϑ

ω(h) := (w(h))T · PT ·w(h) , PT :=
(
B · CL · BT )−1

,



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání zprostř. měření s podmínkami pro neznámé

A(x) = B(`) =: t G(x) = θ

A(x◦ + h) = B(˜̀+ εL) G(x◦ + h) = θ

A · h +A(x◦)−B(˜̀)︸ ︷︷ ︸ .= B · εL︸ ︷︷ ︸ G · h .
= θ − G(x◦)︸ ︷︷ ︸

A · h
︷︸︸︷
−u =:

︷ ︸︸ ︷
w(h) , G · h .

=
︷︸︸︷
ϑ

ω(h) := (w(h))T · PT ·w(h) , PT :=
(
B · CL · BT )−1

,

ω(ĥ) = min
h ∈ Rn

G · h = ϑ

ω(h)



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání volné geodetické sítě

Normální rovnice:[
AT · PT · A , GT

G , O

]
·
[

h
k

]
=

[
AT · PT · u

ϑ

]
,



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání volné geodetické sítě

Normální rovnice:[
AT · PT · A , GT

G , O

]
·
[

h
k

]
=

[
AT · PT · u

ϑ

]
,

[
AT · PT · A , GT

G , O

]−1

=:

[
M1,1 , M1,2
M2,1 , M2,2

]



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání volné geodetické sítě

Normální rovnice:[
AT · PT · A , GT

G , O

]
·
[

h
k

]
=

[
AT · PT · u

ϑ

]
,

[
AT · PT · A , GT

G , O

]−1

=:

[
M1,1 , M1,2
M2,1 , M2,2

]
Vyrovnané hodnoty:

ĥ = M1,1 · AT PT · u + M1,2 · ϑ



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Vyrovnání volné geodetické sítě

Normální rovnice:[
AT · PT · A , GT

G , O

]
·
[

h
k

]
=

[
AT · PT · u

ϑ

]
,

[
AT · PT · A , GT

G , O

]−1

=:

[
M1,1 , M1,2
M2,1 , M2,2

]
Vyrovnané hodnoty:

ĥ = M1,1 · AT PT · u + M1,2 · ϑ

Kovarianční matice:

ĈX = M1,1 · AT · PT · A ·M1,1
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Volba podmínek — varianta 3 přímky

Parametrická rovnice přímky:

[xi , yi ]
T := xi = pk + tk [cos(ϕk ), sin(ϕk )]T

[− sin(ϕk ) , cos(ϕk )] · xi = [− sin(ϕk ) , cos(ϕk )] · pk

[− sin(ϕk ) , cos(ϕk )] · hi = 0 , xi =: x◦i + hi , pk = x◦i

Submatice podmínek: − sin(ϕ1) cos(ϕ1) 0 0 0 0
0 0 − sin(ϕ2) cos(ϕ2) 0 0
0 0 0 0 − sin(ϕ3) cos(ϕ3)





Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Varianta 3 přímky — matice podmínek

G1 :=

 − sin(ϕ1) cos(ϕ1)
0 0
0 0

 , G2 :=

 0 0
− sin(ϕ2) cos(ϕ2)

0 0

 ,

G3 :=

 0 0
0 0

− sin(ϕ3) cos(ϕ3)

 ,

G =
[
O3,n1 , G1 , O3,n2 , G2 , O3,n3 , G3 , O3,n4

]



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Volba podmínek — varianta Helmert

Podobnostní transformace s vyrovnáním:

x◦i + hi = t + R · x◦i , i ∈ {1, . . . ,n} , R :=

[
rX , −rY
rY , rX

]
x◦i + hi = Fi ·

[
t
r

]
, Fi :=

[
1, 0, x◦i , −y◦i
0, 1, y◦i , x◦i

]
x◦ + h = F ·

[
t
r

]
, FT := [FT

1 , . . . ,F
T
n ] , |h|2 = hT · h→ min

[
t̂
r̂

]
= (FT · F)−1 · FT · x◦



Základní typy vyrovnání Kombinované vyrovnání Volná sít’

Varianta Helmert — matice podmínek

Shodnostní transformace s vyrovnáním:

x◦ + h =
̂̂F · [ t̂̂r2

]
,
̂̂FT

:=

[̂̂FT

1 , . . . ,
̂̂FT

n

]
[ ̂̂r1̂̂r2

]
:= ̂̂r :=

r̂
|̂r|

,
̂̂Fi :=

[
1, 0, −ȳ◦ − (y◦i − ȳ◦) |̂r|
0, 1, x̄◦ + (x◦i − x̄◦) |̂r|

]

x̄◦ :=

∑n
i=1 x◦i
n

, ȳ◦ :=

∑n
i=1 y◦i
n

̂̂FT
· (x◦ + h) =

̂̂FT
· ̂̂F · [ t̂̂r2

]
=
̂̂FT
· x◦ ⇒ ̂̂FT

· h = o ⇒

⇒
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Varianta Helmert — matice podmínek

Shodnostní transformace s vyrovnáním:

x◦ + h =
̂̂F · [ t̂̂r2

]
,
̂̂FT

:=

[̂̂FT

1 , . . . ,
̂̂FT

n

]
[ ̂̂r1̂̂r2

]
:= ̂̂r :=

r̂
|̂r|

,
̂̂Fi :=

[
1, 0, −ȳ◦ − (y◦i − ȳ◦) |̂r|
0, 1, x̄◦ + (x◦i − x̄◦) |̂r|

]

x̄◦ :=

∑n
i=1 x◦i
n

, ȳ◦ :=

∑n
i=1 y◦i
n

̂̂FT
· (x◦ + h) =

̂̂FT
· ̂̂F · [ t̂̂r2

]
=
̂̂FT
· x◦ ⇒ ̂̂FT

· h = o ⇒

⇒ G =
̂̂FT
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