Pouziti Bayesova vzorce

pro odhad parametru polohy
diskrétni nahodné veliciny

Dano:

o Fyzikdlni velicina x, ktera je piistupnd primému meéteni. Nazyvame ji mérena
veli¢ina. Predpokladame, ze hodnoty veliciny x nabyvaji jen celoc¢iselnych hod-
not, tj. z € Z. Kdyby tento predpoklad nebyl splnén, zvolime jinou jednotku pro
meéreni veliciny x tak, aby x € Z.

e Ocekavany rozsah mérenych hodnot veliciny z a pravdépodobnosti jejich vyskytu.
Tim je dana tzv. apriorni pravdépodobnostni funkce. Oznacime ji p,vio-

e Nékolik namérenych hodnot veliciny x. Oznacime je x1, xo, ..., x,, n € N, x; € Z
pro Vi € {1,2,...,n}. Méfeni hodnot x; bylo provedeno vzijemné nezavisle.

Meéfteni veliciny x je vzdy ovlivnéno nevyhnutelnymi métickymi chybami ¢; € Z,
i€ {1,2,...,n}. Plati pro né

Symbol z* predstavuje skuteé¢nou hodnotu mérené veliciny z. Hodnota z* je
neznama, vpodstaté nepoznatelna, protoze méteni veliciny x je vzdy ovlivnéno ne-
vyhnutelnymi méfickymi chybami. Predpokladame z* € Z.

e Diskrétni ndhodna veli¢ina € x piislusnd chybam méteni veliciny x. VSechny mozné
chyby méreni veliciny x tvoii tzv. zakladni soubor ndhodné veliciny € x. Oznacime
ho H(Ex). Plati pro ngj H(Ex) C Z, nebot o chybdch méieni predpokldddme, ze
nabyvaji jen celo¢iselnych hodnot. Kdyby tento pfedpoklad nebyl splnén, zvolime
jinou jednotku pro méfeni velic¢iny z tak, aby z € Z.

Pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny € x oznacime pg . Je definovana nésle-
dovné:
Pey t H(Ex) >R pe (e) : =PEx =¢). (2)

K nahodnym mérickym chybam €x muzeme definovat ndhodnou velicinu X vzta-
hem

Dané méfené hodnoty z;, Vi € {1,2,...,n} jsou prvky zdkladniho souboru
nédhodné veliciny X, tzn. z; € H(X). Neznama hodnota z* se nazyva parametr
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polohy nihodné veliciny X. Muzeme ji poznat pouze priblizné, prostrednictvim
meéienych hodnot zq, o, ..., x,. Lze ji proto povazovat za prvek zakladniho sou-
boru néjaké ndhodné veliciny.

Hleda se:

e Diskrétni nahodnéa velicina Y piislusna parametru polohy nahodné veliciny X.
Jeji pravdépodobnostni funkci oznac¢ime py-.

ResSeni

Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny Y uréime na zdkladé provedenych méteni
x1, Tay ..., T, € H(X). Hodnoty pravdépodobnostni funkce py jsou proto podminéné
pravdépodobnosti.

py(y) = PY =y[(X =z) AN(X = 22) A= AN(X =) - (4)

Tato podminéna pravdépodobnost neni znama, lze vsak vypocitat opacné podminénou
podminénou pravdépodobnost

P(X=z)ANX =m) A AN(X =z) |V =p) = [[PX =2 |Y =p), (5
i=1
protoze jednotlivd méfeni jsou podle predpokladu vzajemné nezavisla.
Konjunkei jevi (X = x;), kterd se vyskytuje v rovnostech (4) a (5), oznacime
pismenem A.

A=X=s )N X=2)N AN X =uz,). (6)
Rovnosti (4), (5) tak dostanou piehlednéjsi tvar

PY =ylA) = pr(y), (7)

PAY =y) = [[PX =Y =y). (8)
i=1
Vztah mezi opa¢né podminénymi podminénymi pravdépodobnostmi popisuje Bayesuv
vzorec:

P(A|B) P(BY)

Ymax

> P(A|B,)P(B,)

Y=Ymin

P(B*[A) =




Abychom mohli podminéné pravdépodobnosti (8), (7) vyuzit v Bayesové vzorci,
polozime

By, = (Y=y), (9)
B* = (Y ) E {Bym1n7 ymin+17 st 7Bymax} = {By | y E {ymim ymin + 17 ctt 7ymax} *

Néhodny jev X = x; je vzhledem k rovnostem (3) a (1) totozny s ndhodnym jevem
Ex = ;. Pro pravdépodobnosti P(X = x;|Y = y) tudiz plati

PX=uz;|Y =y)=PEx=¢&|Y =y)=PEx =z —y). (10)

Tento vztah prevadi podminéné pravdépodobnosti P(X = z; | Y = y) na nepodminéné
pravdépodobnosti P(€x = x; —y). Vyuzijeme ho pro substituci v sou¢inu na pravé strané
rovnosti (8).

Apriorni pravdépodobnosti P(Y = y), P(Y = x*) uréime pomoci apriorni pravdé-
podobnostni funkce, ktera je dana.

PY =y) = Papricr(y) - (11)

Po dosazeni substituci (2), (7), (8), (9), (10), (11) do Bayesova vzorce dostavame Feseni
zadaného problému ve tvaru:

Hpgx ) Pua”)

pY (I*) yrnax

Z H Pex ( Y) Paprior (V)

Y=Ymin =1
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