Pouziti Bayesovy véty

pro odhad parametru polohy
spojité nahodné veliciny

Dano:

e Fyzikdlni velicina x, kterd je pristupna primému meéreni. Nazyvame ji mérena
velicina. Predpoklddame, ze hodnoty veli¢iny x jsou realna cisla, tj. x € R.

e Ocekavany rozsah meérenych hodnot veliciny x a rozdéleni pravdépodobnosti je-
jich vyskytu zalozené na piiblizné predbézné (apriorni) informaci o méfené
veliciné. Tato apriorni informace je dana prostrednictvim tzv. apriorni hustoty
pravdépodobnosti. Oznacime ji f,,.io-

e Nékolik namérenych hodnot veliciny x. Oznacime je xq, 22, ..., T,, n € N, z; € R
pro Vi € {1,2,...,n}. Méteni hodnot x; bylo provedeno vzajemné nezavisle.
Meéfteni veliciny x je vzdy ovlivnéno nevyhnutelnymi métickymi chybami ¢; € R,
i€{1,2,...,n}. Plati pro né
Symbol z* predstavuje skutecnou hodnotu métrené veliciny . Hodnota z* je
neznama, vpodstaté nepoznatelna, protoze méteni veliciny x je vzdy ovlivnéno ne-
vyhnutelnymi mérickymi chybami. Predpokladéame z* € R.

e Spojita ndhodna velicina €x piislusnd chybam méfeni veliciny x. VSechny mozné
chyby méteni veliciny x tvoii tzv. zdkladni soubor ndhodné veliciny € y. Oznacime
ho H(Ex). Plati pro néj H(Ex) C R. Hustotu pravdépodobnosti nahodné velic¢iny
€x oznacime fg, . Je definovana nasledovneé:

fex i H(Ex) > R:ie fe (e). (2)
Pomoci ndhodné veliciny € x definujeme ndhodnou veli¢inu X vztahem

Dané métené hodnoty x;, Vi € {1,2,...,n} jsou prvky zdkladniho souboru
nédhodné veliciny X, tzn. z; € H(X). Neznama hodnota z* se nazyva parametr
polohy nahodné veliciny X. Muzeme ji poznat pouze priblizné, prostifednictvim
meérenych hodnot zy, xs, ..., z,. Lze ji proto povazovat za prvek zakladniho souboru
néjaké nahodné veliciny.



Hleda se:

e Spojita ndhodna velicina Y prislusna parametru polohy nahodné veliciny X
a namérenym hodnotam x1, xo, ..., z,. Jeji hustota pravdépodobnosti se nazyva
aposteriorni hustota.

Reseni
Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y uréime na zdkladé provedenych méteni
x1, T, ..., T, € H(X). Tyto naméfené hodnoty usporaddme do vektoru

X =[xy, T2, ..., %] . (4)

Skutec¢nost, ze nahodna veli¢ina X muze pti konstantni hodnoté z* nabyvat ruznych
hodnot 1, s, ..., x, soucasné, tj.

(X=xz)DAX =z) A+ AN (X =2x,))

lze vyjadrit téz pomoci nahodného jevu

X =x, (5)
kde X je ndhodny vektor
X:= [X X . .. X]
—_———
n

Hledana hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny Y bude tedy podminéna hus-
tota pravdépodobnosti dand podminkou (5). Takto podminénou aposteriorni hustotu
pravdépodobnosti oznaéime fy (y|x).

Podminénd hustota pravdépodobnosti fy (y | x) neni zndma, lze vsak vypocitat opacné
podminénou podminénou hustotu nahodného vektoru X.

fx(x|y) = fo(l’z' 1Y), (6)

protoze jednotlivd méfeni jsou podle predpokladu vzajemné nezavisla.
Vztah mezi opa¢né podminénymi podminénymi hustotami popisuje Bayesova véta:

fY(y‘X) = OJX(Xh/) faprior(y>
Sx(X | 1) fuprion(t) dt

—00

Néhodny jev X = x; je vzhledem k rovnostem (3) a (1) totozny s ndhodnym jevem
Ex = ¢;. Pro hustotu fx(x;|y) z pravé strany rovnosti (6) tudiz plati:

fx(%fy):fex(l’i—y) . (7>



Tento vztah prevadi podminénou hustotu fx(.|y) na nepodminénou hustotu fe,.
Vyuzijeme ho pro substituci v (6) a poté k vyjadieni hustoty pravdépodobnosti ndhodného
vektoru X pomoci souc¢inu jednorozmeérnych hustot fe, .

fx(x|y) = fo zi|y) = Hfsx($z‘—y)~ (8)

Po substituci (8) v Bayesové vété dostavame teseni zadaného problému ve tvaru:

H fe X Japrior (Y)
X
/ Hfax ) Fuion() dt

y(y|x)

Za predpokladu, ze nahodna velicina €x ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti
N (0, 0%) a apriorni rozdélen{ pravdépodobnosti je neinformativni (rovnomérné na R), je
aposteriorni rozdéleni rovnéz normalni a plati

n
2
YN[ =—, =

n n

11. prosince 2017
Lubomir Soukup

soukup@utia.cas.cz



